Capitulo 1

Espacios vectoriales

En diversos conjuntos conocidos, por ejemplo los de vectores en el plano o en el espacio (R?
y R3), o también el de los polinomios (R[X]), sabemos sumar sus elementos y multiplicarlos
por numeros. Todos estos conjuntos comparten una cierta “estructura”, que estd dada
por esa suma y ese producto, a la que llamaremos espacio vectorial. En este capitulo
presentaremos la nocién de espacio vectorial y estudiaremos algunas propiedades bésicas
que poseen los conjuntos con dicha estructura.

1.1 Espacios vectoriales y subespacios

1.1.1 Preliminares

La nocién de espacio vectorial requiere de dos conjuntos: un conjunto K (los escalares) y
otro conjunto V' (los vectores). Estos dos conjuntos deben satisfacer ciertas propiedades,
que esencialmente se refieren a que los elementos de V' se puedan sumar entre si y multi-
plicar por elementos de K.

Comenzaremos dando algunas definiciones previas para poder después presentar la defini-
cién precisa de espacio vectorial.

Definicién 1.1 Sea A un conjunto no vacio. Una operacion (o ley de composicion interna
u operacion binaria) de A es una funcién * : A x A — A.

Notacién. x(a,b) = ¢ se escribe a x b = c.
Ejemplos.
e +:Nx N =N, tal que +(a,b) = a + b, es una operacién de N.

e Como la resta, —(a,b) = a — b, no es una funcién de N x N en N, entonces no es una
operaciéon de N.

e La suma +, el producto - y la resta — son operaciones de Z, Q, R y C.

No nos interesaremos por operaciones cualesquiera, sino que trabajaremos con operaciones
que posean algunas propiedades. Entre las propiedades que analizaremos se encuentran
las siguientes:
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Definicién 1.2 (Propiedades basicas) Sea * : A x A — A una operacion.
i) x se dice asociativa si (a*b)xc=ax* (bxc) Va,b,c€ A.

ii) Se dice que * tiene elemento neutro si 3e € A tal que e x a = a x e = a para cada
a€ A

iii) Si* tiene elemento neutro e, se dice que todo elemento tiene inverso para x siVa € A,
Ja' e Atalqueaxa =d xa=ce.

iv) * se dice conmutativasiaxb=bxa Va,b e A.

Se pueden estudiar las caracteristicas que comparten los conjuntos con una operacién que
satisface algunas de estas propiedades. Una nocién 1til es la de grupo, que definimos a
continuacién.

Definicion 1.3 Sea A un conjunto, y sea % una operaciéon en A que satisface las propie-
dades 1), ii) y iii) de la definicién anterior. Entonces (A, *) se llama un grupo. Si ademds
« cumple iv), se dice que (A, *) es un grupo abeliano o conmutativo.

Ejemplos.

e (N,+) no es un grupo: se puede probar que no tiene elemento neutro.

(
(Z,+), (Q,+), (R,+) vy (C,+) son grupos abelianos.
(Z,

-) no es un grupo: se puede probar que sélo 1 y -1 tienen inverso multiplicativo.

(Q—{0},), (R—{0},) y (C—{0},-) son grupos abelianos.

e A={f:R — R}, * = o (composicién de funciones). Entonces (A,*) no es un
grupo: las Unicas funciones con inversa para o son las biyectivas.

Sr ={f:R — R/ [ es biyectiva }, * = o. Entonces (Sg, o) es un grupo.

e C un conjunto, P(C) = {S C C}. Se define la operacién A : P(C) x P(C) — P(C),
llamada diferencia simétrica, de la siguiente forma:

AAB =(AUB) - (AN B).

Entonces (P(C), A) es un grupo abeliano.

A partir de la definicién de grupo pueden probarse propiedades que poseen todos los
conjuntos con esa estructura. Por ejemplo:

e Sea (G,x*) un grupo. Entonces existe un iinico elemento neutro para .

Supongamos que hay dos: e y ¢'. Entonces

/ / !/
exa=axe=a YVacG = exe =¢e xe=c¢

!/ / / !/
exa=axe =a VaeG@ = exe=exe —=¢

Luego, e = €.
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e Sea (G,x*) un grupo. Entonces para cada a € G existe un tinico inverso para a.

Sea e el elemento neutro de (G, *). Supongamos que by ¢ son inversos de a. Entonces

b=exb=(cxa)xb=cx(a*xb)=cxe=c.

Notacion. Si GG es un grupo abeliano y la operacién se nota +, el elemento neutro se notara
0 y, para cada a € G, el inverso de a se notard —a.

La siguiente definicién que daremos se refiere a conjuntos en los cuales hay dos operaciones
relacionadas entre si.

Definicién 1.4 Sea A un conjunto y sean + y - operaciones de A. Se dice que (A, +, ")
es un anillo si

i) (A,+) es un grupo abeliano
ii) - es asociativa y tiene elemento neutro
iii) Valen las propiedades distributivas: Para a,b,c € A,

ea-(b+c)=a-b+a-c
e (b+c)-a=b-at+c-a

Ademds, si - es conmutativa, se dice que (4, +,-) es un anillo conmutativo.

Notacion. Cuando quede claro cudles son las operaciones + y -, para referirnos al anillo
(A, +,-), escribiremos simplemente A. Al elemento neutro del producto se lo notara 1.

Ejemplos.

o (Z,+,-), (Q,+,), (R,+,) y (C,+,-) son anillos conmutativos.

(Zy,,+, ) es una anillo conmutativo.

Si (A, +,-) es un anillo conmutativo, entonces (A[X], +,+) es un anillo conmutativo
con las operaciones usuales de polinomios.

Si C es un conjunto, (P(C),A,N) es un anillo conmutativo.

{f : R — R} con las operaciones usuales de suma y producto de funciones es un
anillo conmutativo.

Al igual que en el caso de los grupos, también pueden probarse propiedades que poseen
todos los anillos:
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e Sea (A,+,-) un anillo, y sea 0 el elemento neutro de +. Entonces 0-a =0, Va € A.

Se tiene que
0-a=(0+0)-a=0-a+0-a.

Si b es el inverso aditivo de 0 - a, resulta
0=0-a+b=(0-a4+0-a)+b=0-a+(0-a+b)=0-a.

Luego, 0-a = 0.

En un anillo cualquiera no es cierto que a-b=0=a =00 b= 0. Por ejemplo, en Z4, se
tiene que 2 -2 = 0, pero 2 # 0.
Consideraremos ahora los anillos que cumplen esta propiedad.

Definicién 1.5 Un anillo conmutativo (A4, +,-) se llama un dominio de integridad si
a-b=0 = a=000b=0.

Ejemplos.
o (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,) y (C,+,-) son dominios de integridad.
e Si A es un dominio de integridad, entonces A[X] es un dominio de integridad.

e Z, es un dominio de integridad <= p es primo.

La siguiente definicién resume las propiedades que debe satisfacer uno de los conjuntos
involucrados en la definicién de un espacio vectorial.

Definicién 1.6 Sea K un conjunto, y sean + y - operaciones de K. Se dice que (K, +, )
es un cuerpo si (K,+,+) es un anillo conmutativo y todo elemento no nulo de K tiene
inverso multiplicativo. Es decir:
i) (K,+) es un grupo abeliano,
ii) (K —{0},-) es un grupo abeliano, y
iii) vale la propiedad distributiva de - con respecto a +.
Ejemplos.
i (Qa =+, ')7 (Ra +, ) y (C7 +, ) Son Cuerpos

® (Zp,+,-) es un cuerpo <= p es primo.
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n

e Se define Q[v2] = {3 a;(v2)! /a; € Q, n € Ng}. Veamos que (Q[v2],+,-) es un

i=0
cuerpo.
Usando que Q[v2] C R, se puede probar ficilmente que (Q[v/2],+,-) es un anillo
conmutativo.

Observamos que Q[v2] = {a +bv2 : a,b € Q}. En efecto, para cada k € N, se
tiene que (v/2)2* = 2F y (v/2)?#+1 = 2K{/2 y entonces, todo elemento de la forma
n .

S ai(v2) con a; € Q y n € Ny puede escribirse como a + bv/2 con a,b € Q.
i=0

Reciprocamente, es claro que todo elemento de la forma a + bv/2 con a,b € Q

pertenece a Q[v/2].

Veamos ahora que todo elemento no nulo tiene inverso.

Sea a + bv/2 # 0. Entonces (a + bv/2)(a — bv/2) = a®? — 2b> # 0 (pues a,b € Q), de
donde

1 a —b
(a+0v2)"t = o + " —2b2\/§'

También en el caso de los cuerpos se pueden probar propiedades generales. Por ejemplo:

e Todo cuerpo (K, +,-) es un dominio de integridad.

Tenemos que probar que a-b=0=a =0 0 b = 0. Supongamos que a-b = 0. Si

a =0, ya estd. Si a # 0, entonces existe a~! tal que a-a~' =a~!' - a = 1. Entonces

at-(a-b)=at0= (ala)-b=0=1-b=0 = b=0.

Para poder completar la definicién de espacio vectorial necesitamos definir una clase es-
pecial de funciones que se aplican a elementos de dos conjuntos distintos:

Definiciéon 1.7 Sean A y B dos conjuntos. Una accién de A en B es una funcién
-t Ax B— B.

Notacién: - (a,b) =a-b

Estamos ahora en condiciones de dar la definicién de espacio vectorial.

1.1.2 Espacios vectoriales

Definicién 1.8 Sea (K, +,-) un cuerpo. Sea V un conjunto no vacio, sea + una operacién
en V y sea - una accién de K en V. Se dice que (V,+,+) es un K-espacio vectorial si se
cumplen las siguientes condiciones:

i) (V,+) es un grupo abeliano.
ii) La accién - : K x V — V satisface

(a) a-(v+w)=a-v+a-w VaeK; VowelV.
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(b)
()
(d)

Los elementos de V se llaman vectores y los elementos de K se llaman escalares. La accion
- se llama producto por escalares.

Notese que el simbolo - se usa tanto para la accién de K en V como para el producto
en K, pero esto no generard confusién puesto que en el primer caso estara aplicado a un
elemento de K y otro de V', mientras que en el segundo, a dos elementos de K.

(a+b)-v=a-v+b-v Va,be K; VveV.
l-v=v VYvelV.
(@a-b)-v=a-(b-v) Vabe K; VveV.

En lo que sigue, K denotard un cuerpo. Si (V,+,-) es un K-espacio vectorial y la operacién
+ de V y la accién - de K en V quedan claras del contexto, diremos simplemente que V'
es un K-espacio vectorial.

Hay muchas propiedades que se cumplen en cualquier espacio vectorial. A continuacién
mostramos algunas de ellas.

Sea V un K-espacio vectorial. Entonces:

1. 0-v =0 para todo v € V. (Observar que el elemento 0 que aparece en el miembro
izquierdo de la igualdad es el elemento neutro de K, mientras que el de la derecha
es el vector 0 € V)

2. (=1)-v = —v para todo v € V. (Recuérdese que —v denota al inverso aditivo de v).
Demostracion.

1. Se tiene que
0-v=(04+0)-v=0-v4+0-wv.

Sea w el inverso aditivo de 0 - v. Entonces

0=0-v+w=0-v4+0-v)+w=0-v+(0-v+w)=0-v+0=0-v

2. Vemos que
v+ (-1)-v=(-1)-v+v=(-1)-v+1-v=(-1+1)-v=0-v=0.

Luego, (—1) - v es el inverso aditivo de v, es decir (—1) - v = —v.

Ejemplos. En lo que sigue K es un cuerpo.
1. K es un K-espacio vectorial.

2. Sea K" ={(x1,...,xy) /x; € K}. Se definen

+ : K"xK"—> K" (z1,...,20)+ (Y1, yn) = (1 + Y1, -, Tn + Yn)
KxK® = K" A (21,...,20) = (\21,. .., \zp)

Entonces K™ es un K-espacio vectorial.
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3. Una matriz de n filas y m columnas es un arreglo de n X m ntmeros ubicados en n
filas y m columnas.

Sea K™ ™ = {A / A es una matriz de n filas y m columnas de elementos en K}.
Observamos que un elemento A de K™*™ es de la forma

An A - A
A Agr Ay - Aoy
Anl An2 e Anm

Si A e K™™, denotaremos por A;; al elemento ubicado en la interseccién de la fila
i y la columna j de A.

Se definen
+ o KMo KX, KX (A—f—B)U :Aij +Bij (1 <i1<n,1<5< m)
IKXKnmeKnxm, ()\A)zj:)\AZ] (1§z§n,1§]§m)
Entonces K™*™ es un K-espacio vectorial.
4. Sea Z un conjunto no vacio. Se considera K? = {f : Z — K / f es funcién } y se
definen
+: K7 xK? - K7, (f+9)(z) = f(z) +g(x) VYzeZ,
: KxK? - K2, (A f)(z)=X-f(z) VYzeZ.
Entonces K% es un K-espacio vectorial.
5. K[X], el conjunto de polinomios en la variable X a coeficientes en K, es un K-espacio

vectorial con la suma usual de polinomios y la multiplicacién usual de polinomios
por una constante.

6. R es un Q-espacio vectorial; C es un R-espacio vectorial y un Q-espacio vectorial.

7. Q[v/2] es un Q-espacio vectorial.

1.1.3 Subespacios

Dentro de un K-espacio vectorial V', hay subconjuntos que heredan la estructura de V', es
decir, que son también espacios vectoriales con la misma operacién y la misma accién que
V. En esta seccién, comenzaremos el estudio de los subconjuntos con esta propiedad.

Definicion 1.9 Sea V un K-espacio vectorial. Un subconjunto S C V no vacio se dice
un subespacio de V si la suma y el producto por escalares (de V') son una operacién y una
accion en S que lo convierten en un K-espacio vectorial.

Ejemplo. Caractericemos todos los subespacios de R?:
e S={(0,0)} es un subespacio.

e Supongamos que S es un subespacio y que contiene algin elemento v no nulo. En-
tonces, para todo A € R, A.v € S. Si éstos son todos los elementos de S, entonces S
es un subespacio (que resulta ser una recta que pasa por el origen).
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e Con la notacién del punto anterior, si S contiene algin elemento que no es de la
forma A.v, digamos v/, contiene también a todos los multiplos de v'. Luego, S
contiene a las dos rectas L y L' que pasan por el origen y cuyas direcciones son v
y v respectivamente. Es claro (usando la regla del paralelogramo) que cualquier
punto en R? es suma de un elemento de L més uno de L', luego pertenece a S. En
consecuencia, S = R2.

Observamos que, dado un K-espacio vectorial V' y un subconjunto S de V', para determinar
si S es un subespacio de V segtn la Definicién 1.9 debemos verificar la validez de una gran
cantidad de propiedades (todas las involucradas en la definicién de espacio vectorial). La
siguiente proposicidon nos provee una caracterizacién de los subespacios en términos de
sélo tres propiedades, a partir de las cuales se deducen todas las demas.

Proposicion 1.10 Sea V un K-espacio vectorial y sea S C V. Entonces S es un subes-
pacio de V' si y solo si valen las siguientes condiciones:

i)0eS
it) vyweS=v+wes
iii) N\e K,veS=X-veS
Demostracion.
(=) Es inmediato verificar que si S es un subespacio de V' se cumplen i), ii) e iii).

(<) La condicién i) asegura que S es no vacio.
Por ii), 4+ es una operacién de S y por iii), - es una accion.

La asociatividad y conmutatividad de la suma se deducen de la validez de las mismas
para V', el elemento neutro de la suma 0 € S por i), y la existencia de inverso aditivo
se deduce de que dado v € S, —v = (—1) - v, que pertenece a S por iii).

Las propiedades de la accion en la definicién de espacio vectorial se deducen también
de su validez en V. O

Observamos que la condicién i) en la proposicién anterior puede ser reemplazada por
i S £0.
La demostraciéon de este hecho queda como ejercicio.
Ejemplos. Sea V un K-espacio vectorial.
1. {0} es un subespacio de V.
2. V es un subespacio de V.
3. 85iveV,S={A-v/X€ K} es un subespacio de V:

i) 0=0-ves.
i) SiA-v, u-veS, entonces \-v+p-v=AN+p) - -ves.
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iii) SiA-veSyae K, entonces a-(A-v)=(a-A)-veS.
Este subespacio se denomina el subespacio generado por vy se nota S = < v >.

4. Sean vy,...,v, € V.
Entonces S = {a1.v1 + -+ + an.vy : o € K, 1 <1i < n} es un subespacio de V:
i) 0=0v1+---+0.v, € 5.
i) Siv,we S, v=ai.v;+ -+ anvy, W= F1.01 + -+ Op.vp, entonces
vt+w= (o1 +B1)vr+ -+ (an + Bn).vp €5
iii) SiAe Kyv=aj.v1+- -+ ap.v, €S, entonces
Av=(Aay)vr+ -+ (Aay).v, €S,

El subespacio S que hemos definido se llama el subespacio generado por vi, ..., vy y
se nota S = < vy,...,v, >.

Si V es un K-espacio vectorial, tiene sentido considerar las operaciones de union e inter-
seccién entre subespacios de V' (que son subconjuntos de V). Una pregunta que surge es
si estas operaciones preservan la estructura de subespacio. Como veremos a continuacion,
esto vale en el caso de la interseccion de subespacios, pero no para la union.

Proposicion 1.11 Sea V un K-espacio vectorial, y sean S y T subespacios de V. En-
tonces SNT es un subespacio de V.

Demostracion.
i) 0€ SNT puestoque 0 € Sy 0eT.

ii) Sean v,w € SNT. Entoncesv € S,veT,we Syw € T. Comov,w e Sy S esun
subespacio, entonces v +w € S. Andlogamente, v +w € T. Luego, v+ w € SNT.

iii) Sean A€ K yv e SNT. Entoncesv e SyveT. Como A€ K,veSySesun
subespacio, entonces A -v € S. Andlogamente, A-v € T. Luego, A\-v e SNT. 0O

En forma andloga a lo hecho en la demostracién de la proposicién anterior, se prueba
que la interseccion de cualquier familia de subespacios de un K-espacio vectorial V' es un
subespacio de V.

Observacion 1.12 Si V es un K-espacio vectorial, S y T subespacios de V', entonces
S UT no es necesariamente un subespacio de V.

En efecto, consideremos en R? los subespacios

S={ML0): XeR}={(N\,0): AeR} y T ={\0,1): xeR}={(0,)\): X eR}.
Observamos que (1,0) € S, (0,1) € T, luego ambos pertenecen a SUT. Pero (1,0)4(0,1) =
(1,1) ¢ SUT, puesto que (1,1) ¢ Sy (1,1) ¢ T.

Concluimos esta seccién exhibiendo algunos ejemplos de subespacios de distintos K-
espacios vectoriales.
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Ejemplos.

1. Sean ai,...,a, € K fijos. Sea S = {(z1,...,2,) € K" : a121 + -+ - apxy, = 0}. Es
facil verificar que S es un subespacio de K™.

a1y + -+ a1ty =0
2. 85 = {(xl,...,xn) e K™ : : } es un subespacio de K",
Am1T1 + -+ + AmnTn = 0

m

pues S = [\ S;, donde S; = {(x1,...,2n) € K" : aj1x1+ - +ainTy, =0} (1 <i < m)
i=1

y cada S; es un subespacio de K.

3. Sean V = K[X] y n € N fijo. Se tiene que K,,[X]|={f € K[X]: f=00 gr(f) <n}
es un subespacio de V:

i) 0 € K,[X].

ii) Sean f,g € K,[X]. Si f=00g=0esclaroque f+g € S. Si f+g =0,
entonces f + ¢ € S. Sino, gr(f + g) < max(gr(f),er(g)) < n, y por lo tanto
f+ges.

iii) Sean A€ Ky f € K,[X]. SiA=00 f =0, entonces \.f =0 € K,[X]. Si no,
gr(A.f) = gr(f), de donde \.f € K, [X].

Observar que el conjunto {f € K[X]: f = 0o gr(f) > n}, para n € N fijo, no es
un subespacio de K[X]. Por ejemplo: f = X"y g = —X" + 1 pertenecen a dicho
conjunto, pero f +g =1 no.

1.1.4 Sistemas de generadores

El objetivo de esta seccién es mostrar como pueden describirse todos los elementos de un
K-espacio vectorial V' a partir de ciertos subconjuntos de elementos de V.

De la definicién de K-espacio vectorial vemos que una forma de obtener nuevos elementos
de V' a partir de los elementos de un subconjunto G C V es considerando sumas finitas
de miiltiplos por escalares de elementos de (G. Surge entonces la nocién de combinacién
lineal:

Definicién 1.13 Sea V un K-espacio vectorial, y sea G = {vy,...,v,} C V. Una com-
T

binacion lineal de G es un elemento v € V tal que v = Y «a;.v; con «; € K para cada
i=1
1<i<r.

Ejemplos.

1. Sea G = {(1,2),(3,4)} € R%. Una combinacién lineal de G es un vector v =
a.(1,2) + £.(3,4) con o, 5 € R.

n .
2. Sea G = {1,X,..., X"} C R,[X]. Una combinacién lineal de G es > o; X" con
i=0
a; € R para cada 0 <17 < n.
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La definicién de combinacién lineal se extiende al caso de subconjuntos no necesariamente
finitos del espacio vectorial considerado:

Definicion 1.14 Sea V un K-espacio vectorial, sea I un conjunto de indices y sea G =
{vi/i €I} C V. Una combinacion lineal de G es un elemento v € V tal que v = > a;.v;

el
donde «; = 0 salvo para finitos i € I.
Ejemplos.
1. Sea G = {X" /i € No} € R[X]. Una combinacién lineal de G es > o; X" donde
i=0

«; € Ry a; =0 salvo para finitos valores de i € Np.

2. Sea G = {(a,0) : @ € R} C R2. Una combinacién lineal de G es > fBa.(c,0) tal
a€cR
que B, € Ry B, = 0 salvo para finitos a € R.

Dado un espacio vectorial V', considerando las combinaciones lineales de los elementos
de ciertos subconjuntos de V', podemos obtener cualquier elemento del espacio vectorial
en cuestion. Como se verd en los ejemplos, en muchos casos esto nos permitirda describir
conjuntos infinitos (como por ejemplo R?) utilizando finitos elementos del espacio.

Definicion 1.15 Sea V un K-espacio vectorial y sea G C V. Se dice que G es un sistema
de generadores de V (y se nota < G > = V) si todo elemento de V' es una combinacién
lineal de G.

Ejemplos.
1. R? = < (1,0),(0,1) >, pues Yz = (a, 3) € R?, x = .(1,0) + 3.(0, 1).
2. K" =< (1,0...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1) >.

3. KnXm =< Eij > 1<i<n donde (Eij)kl = { 1 S% k=1 yJ =1
1<j<m 0 sino

4. K[X] =< X' >jen,-

5. 81 G C K[X] tal que para cada i € Ny, existe f; € G con gr(f;) = i, entonces
KX]=<G>.
Es claro que 0 € < G >. Veamos, por induccién en gr(g), que g € < G > para cada
g € K[X]:

Si gr(g) = 0, entonces g € K, y como existe fy € G con gr(fy) = 0 (es decir,

fo € K —{0}), se tiene que g = fi-fo € <G>,
0

Sea n > 0 y supongamos que todo polinomio de grado menor que n y el polinomio
nulo pertenecen a < G >. Sea g € K[X] con gr(g) = n. Por hipétesis, existe f, € G
n

- n -
con gr(fy) =n. Sig= > a; X’y f, = > bjX’, consideramos g = g — ‘;—an.
j=0 j=0
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Observamos que g = 0 o gr(g) < n. Por hipétesis inductiva, g € < G >, es decir

g= Y, cf.f con ¢y = 0 salvo para finitos f. En consecuencia,
fed

~ a Qa
g=g+bfnfn= Z Cf.f+<0fn+b—")fne<G>.
" fEG, f#fn n

1.2 Sistemas de ecuaciones lineales

Hemos visto que un conjunto del tipo

a11x1 + -+ amTm =0
S=<(x1,...,2m) € K™: :

Ap1T1 + -+ + ATy, = 0

es un subespacio de K"™. Surge entonces la cuestién de describir estos conjuntos. Esto
puede hacerse, por ejemplo, encontrando un sistema de generadores del subespacio S.
Mas en general, estudiaremos el problema de dar una descripcién del conjunto de soluciones
de un sistema de ecuaciones de la forma

a1171 + ajpre + -+ amTym = by

Ap1T1 + Ap2T2 + -+ ApmTm = by

donde a;; € K paratodo 1 <i<nyl1l<j<m,yb; € K paratodo1l <i<mn,alos que
llamaremos sistemas de n ecuaciones lineales en m incognitas.

1.2.1 Sistemas lineales homogéneos

Un primer tipo de sistemas de ecuaciones que estudiaremos son los que tienen todas las
ecuaciones igualadas a 0.

Definicion 1.16 Un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con m incognitas a coefi-
cientes en un cuerpo K es un sistema del tipo

a11r1 + ajor2 + -+ aypx;, = 0
Ap1T1 + Ap2T2 + -+ + ATy = 0
donde a;; € K paracada1<i<n,1<j<m.

Notacién. La matriz A € K™*™ definida por A;; = a;; se llama la matriz asociada al
sistema.

Observacion 1.17 FEl conjunto de las soluciones de un sistema lineal homogéneo con m
incégnitas es un subespacio de K™ (ver ejemplo 2 en la pagina 10).
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Resolver un sistema de este tipo significard dar un sistema de generadores para el subes-
pacio de las soluciones.

El método que daremos para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales consiste en
transformar el sistema dado, por medio de ciertas operaciones, en otro que tenga el mismo
conjunto de soluciones, pero cuya resolucién sea més simple. Aparece entonces la nocién
de sistemas equivalentes:

Definicion 1.18 Dos sistemas lineales homogéneos se dicen equivalentes si sus conjuntos
de soluciones son iguales.

Ejemplo. Los siguientes sistemas lineales homogéneos a coeficientes en R son equivalentes:

r+y+z = 0 z = 0
y+z = 0 y+z = 0
1.2.2 Meétodo de triangulacién
Algunos sistemas de ecuaciones lineales son muy faciles de resolver:

Ejemplo. Consideremos el siguiente sistema lineal homogéneo en R3:

21’1 + 3$2 — I3 =0
— 22 + x3 = 0
5ZE3 =0

Este sistema tiene como unica solucién a (0,0,0): De la tercera ecuacién, resulta que
x3 = 0. Teniendo en cuenta que x3 = 0, de la segunda ecuaciéon se deduce que z2 = 0.
Finalmente, reemplazando 2 = 23 = 0 en la primera ecuacion, se obtiene que z; = 0.

Andlogamente, serd mas facil obtener las soluciones de cualquier sistema lineal que se
encuentre en esta forma “triangular”, es decir, de la forma

a1121 + a12x2 + -+ 1Ty + - F Ty = 0
agxy + -+ agpTy + -+ azpmry; = 0
ApnTn + **+ + GpmTm = 0

La idea de lo que sigue es ver cémo puede obtenerse, dado un sistema lineal arbitrario, un
sistema, de este tipo equivalente al dado.

La siguiente proposicion caracteriza ciertas operaciones que producen sistemas equiva-
lentes. En estas operaciones se basa el método de eliminacién de Gauss (o método de
triangulacién) que utilizaremos para resolver sistemas lineales.

Proposicién 1.19 Dado un sistema lineal homogéneo de ecuaciones, los siguientes cam-
bios en las ecuaciones dan lugar a sistemas equivalentes:

1. Intercambiar dos ecuaciones de lugar.
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2. Multiplicar una ecuacion por una constante no nula.
3. Reemplazar una ecuacion por ella misma mds un maltiplo de otra.

Demostracion.

1. Si vemos al conjunto de soluciones del sistema como la iterseccién de los conjuntos de
soluciones de cada una de las ecuaciones que lo integran, intercambiar dos ecuaciones
corresponde a intercambiar dos conjuntos en la interseccion. Como la interseccion
es conmutativa, el conjunto que resulta es el mismo.

2. Sea x = (21,...,%m,) € K™ una solucién de
a1121 + a12x2 + -+ + a1Tym = 0
(%) ainxi +apre+ -+ amx, = 0
121 + @22 + -+ ApmTm = 0

Al multiplicar la i-ésima ecuacion por A € K, A # 0, resulta el sistema

ai1ry + apre + -+ aim®y, = 0
(k) Aai1x1 + Aappze + -+ AaimTy, = 0
Anp1T1 + @p2T2 + -+ - + ApmTm = 0

Es claro que z es solucién de todas las ecuaciones que no fueron modificadas. Ademas
Aa;1 21 + Aapxe + -+ AT = )\(ailxl + ajox + - -+ aima:m) =A.0=0.

Luego, x es solucién de (xx).

Reciprocamente, multiplicando la i-ésima ecuacién de (**) por % se obtiene (x), de

donde, con el mismo razonamiento que antes, se deduce que si = es solucién de ()
también lo es de (x).

3. Se demuestra en forma andloga. O

Observacion 1.20 Si A es la matriz asociada a un sistema lineal homogéneo H, efectuar

las operaciones de la proposicién anterior sobre las ecuaciones de H equivale a hacerlo
sobre las filas de A.

Como consecuencia de esta observaciéon, para resolver un sistema lineal trabajaremos con
la matriz asociada al sistema, en lugar de hacerlo con las ecuaciones. Al aplicar en las
matrices las operaciones dadas en la Proposicién 1.19 estaremos obteniendo matrices cuyos
sistemas lineales asociados son equivalentes al original.

El siguiente Teorema nos asegura que, por medio de las operaciones permitidas siempre
puede obtenerse un sistema triangular equivalente al dado. Maés aun, de la demostracién
se desprende un algoritmo para realizar esta tarea.
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Teorema 1.21 Sea H un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con m incognitas.
Entonces, aplicando los cambios descriptos en la Proposicion 1.19, puede obtenerse un
sistema lineal homogéneo H' cuya matriz B es triangular superior, es decir, tal que B;j = 0
s1 1> 7.

Demostracién. Procedemos por induccion en n, la cantidad de ecuaciones del sistema.
Si m = 1 no hay nada que probar.
Supongamos que vale para n y consideremos un sistema lineal de n + 1 ecuaciones

aixy + -+ amT, =0
Ap1x1 + -+ ApmTm =0
Ap+11T1 + - + QptpimTm = 0

Sim =1, es claro que el resultado vale. Supongamos m > 1.
Primer caso: Si a;; = 0 para cada 1 < i < n + 1. Entonces la matriz del sistema es de la

forma
0 a2 - amm 0 ¢

0 apnt12 -+ Anyim 0 M

donde 0 denota una columna de ceros y ¢ € K'*(m=1 pr e gnx(m=1),

Segundo caso: Existe j, 1 < j < n+1, con aj; # 0. Eventualmente intercambiando las
ecuaciones 1 y j, podemos suponer que a1; # 0. Multiplicando la primera ecuacién por
% y aplicando operaciones de tipo 3. en las otras resulta

1 a1z . Aim
aiil aiil 1 c
a2y az2 -t G2m F;, — a1
. . ~
0 M
An+11 An412 *°° An4lm

con ¢ € KM*(m=1) y A e grx(m=1),
Entonces, en cualquier caso, aplicando las operaciones descriptas en la Proposicién 1.19
al sistema dado, puede obtenerse un sistema cuya matriz asociada es de la forma

a c
A= con M € K™D v g=16a=0.
0 M
Sea Hj; el sistema cuya matriz asociada es M. Por hipétesis inductiva, aplicando o-

peraciones permitidas puede obtenerse un sistema equivalente a Hjy; cuya matriz M’ es
triangular superior. Aplicando esas mismas operaciones en la matriz A se obtiene

a ¢
B = cona=16a=0,
0 M

que es triangular superior. O
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Ejemplo. Resolver el siguiente sistema lineal homogéneo en R*:

3x1 4+ xo + 1023 + 524 =0

{2$2—$3+$4:0
1 +3x3+x4=0

La matriz asociada al sistema de ecuaciones es

0 2 -1 1
A=113 1 10 5
10 3 1

El primer paso del método de Gauss consiste en colocar en el lugar A1; un elemento no
nulo. Para eso permutamos las filas 1 y 3 de la matriz (podria usarse también la fila 2).
Se obtiene

10 3 1
31 10 5
0 2 -1 1

A continuacién debemos realizar operaciones de fila de manera de conseguir que los
restantes elementos de la primera columna de la matriz sean ceros. Si F; denota la i-
ésima fila de la matriz, haciendo Fy — 3F} resulta

10 3 1
01 1 2
0 2 -1 1
Pasamos ahora a la segunda columna de la matriz. El elemento ubicado en la fila 2

columna 2 de la matriz es un 1, con lo que sélo resta conseguir un 0 en la fila 3 columna
2. Para eso efectuamos F3 — 2F5:

10 3 1
01 1 2
00 -3 -3

Esta matriz se encuentra en forma triangular. El sistema asociado

To+ 23+ 224 =0

{a:1+3a:3+x4—0
—3%3—3%420

es equivalente al original.
De la tercera ecuacién deducimos que si X = (x1, 9,3, 24) es solucién del sistema,
entonces 3 = —x4. Reemplazando en la segunda ecuacién y despejando z2 se obtiene
r9 = —x4. Finalmente, de la primera ecuacién se deduce que 1 = 2x4. Ademads es claro
que cualquier X que cumple estas condiciones es solucién de la ecuacion.
En consecuencia, las soluciones del sistema son todos los vectores en R* de la forma
X = (2z4, —m4, —x4,74) = x4(2,—1,—1,1), es decir, el conjunto de las soluciones del
sistema es el subespacio

S=<(2,-1,-1,1) >.
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1.2.3 Cantidad de soluciones de un sistema homogéneo

Una consecuencia inmediata del Teorema 1.21 es la siguiente:

Observacion 1.22 Sea H un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con m incégnitas.
Supongamos que n > m. Entonces, por el teorema anterior, el sistema es equivalente a uno
cuya matriz es triangular superior. Luego, las ultimas filas de su matriz asociada son nulas
y en consecuencia vemos que existe un sistema H’ de n ecuaciones con n incégnitas cuyo
conjunto de soluciones coincide con el de H (basta considerar las n primeras ecuaciones
del sistema obtenido).

Si H es un sistema lineal homogéneo con m incégnitas, es claro que 0 € K™ es una solucién
de H. Esta se llama la solucién trivial del sistema. En muchos casos nos interesard saber si
el sistema tiene alguna solucién distinta de 0 (a las que llamaremos soluciones no triviales).
El siguiente resultado nos dice que en el caso de un sistema con menos ecuaciones que
incognitas esto siempre sucede.

Teorema 1.23 Sea H un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con m incégnitas.
Supongamos que n < m. Entonces existe x € K™, x # 0, que es solucion del sistema H .

Demostracién. Por induccion en la cantidad n de ecuaciones de H.

Sin =1,m > 2: Entonces H : aj1x1 + a1222 -+ + a1mTm = 0. Si a1 = 0, entonces
(1,0,...,0) es solucién del sistema y si aj; # 0, entonces (7;32 ,1,0,...,0) es solucidn.
Supongamos que el resultado vale para sistemas con n ecuaciones y sea H un sistema de
n + 1 ecuaciones con m incégnitas, n +1 < m.

Triangulando la matriz del sistema, resulta que es equivalente a una de la forma

aiy  aiz - i
0 B ’

donde B € K™(m=1) v m —1 > n.
Por lo tanto, el sistema cuya matriz asociada es B estd en las condiciones de la hipétesis

inductiva. Luego, existe (x1,...,Zm—1) # 0 que es solucién del sistema asociado a B.
e Siaj; =0, entonces (1,0,...,0) es solucién del sistema original.
1 m
e Siaj; # 0, entonces ( — aTl( > a1Ti—1), T, - - ,:Um_1> es una solucién no nula del
i=2
sistema. O

El siguiente teorema se refiere a la existencia de soluciones no triviales para sistemas
homogéneos con igual cantidad de ecuaciones que incégnitas. Teniendo en cuenta la ob-
servacién hecha la comienzo de esta seccion, esto resuelve el problema en el caso general.

Teorema 1.24 Sea H un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones y n incognitas. Sea
H' un sistema equivalente a H cuya matriz B es triangular superior. Entonces H tiene
solucion unica si y solo si By #0V1 < i <n.
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Demostracion.
Bi1 -+ B
(<) Supongamos que B = 0o - con By #0V1 <i<n.
0 Bnn
Entonces, la ultima ecuacién del sistema H' es By,x, = 0y, como By, # 0, resulta

que z, = 0. Reemplazando en la ecuacién anterior xz,, por 0, queda B,,_1,-1Tn—1 =
0, de donde z,,_1 = 0.

Siguiendo de este modo, para cada k =n—2,...,1 de la k-ésima ecuacion se obtiene
x = 0.

(=) Supongamos que By #0,...,B;; #0y Bit1i+1 =0, 0 sea

By e Bin,

0 .

: Bii Biiv1 -+ Bin

0 0 0

: : : M

0O --- 0 0
Es claro que (1,0,...,0) es solucién del sistema cuya matriz asociada es ( 0 M ),
osea Tiy1 =1,...,2p =0.
De la i-ésima ecuacién se despeja x; = %;“.
Se sigue asi para calcular los valores de todas las variables. Se obtiene una soluciéon
de H' de la forma (x1,...,x;,1,0,...,0), que es una solucién no nula del sistema. [J

Ejemplo. Hallar todos los valores de k£ € R para los cuales el sistema homogéneo cuya

1 2 k—1
matriz asociada es 2 —k+1 1 tiene solucién unica.
k+1 —4 1

En primer término aplicamos el método de eliminacién de Gauss para obtener un sistema
triangular equivalente al dado:

1 2 k-1 Fy —2F, 1 2 k—1
2 —k+1 1 — 0 —k—3 —2k+3
E+1  —4 1 Fs—(k+1)FR 0 —2k—6 —k*+2
12 k—1
F3__2>F2 0 -k—3  —2k+3
0 0 —k*+4k—4

Por el Teorema anterior, el sistema tiene solucién tinica siy sélosi k—3 # 0y —k?+4k—4 #
0, es decir, para todo k € R — {3,2}.
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1.2.4 Sistemas lineales no homogéneos.

Para terminar, estudiaremos sistemas de ecuaciones lineales en el caso general, es decir,
cuando las ecuaciones que integran el sistema no necesariamente tienen por resultado al

0.

Definicion 1.25 Un sistema de ecuaciones lineales

a11x1 + a2 + -+ amTm = by
H : :
Ap1T1 + Ap22 + -+ ApmTm = by
se dice no homogéneo si existe i, 1 <1i < n, con b; # 0.

La matriz A = (a;;) se dice la matriz asociada al sistema.
Llamaremos sistema homogéneo asociado a H a

a11x1 +a2x2 + -+ Ty = 0

an1T1 + @n2T2 + - + Ay Tm, = 0

FEn el caso de un sistema lineal no homogéneo el conjunto de soluciones no es un subespacio
(es claro que 0 no es solucién). Sin embargo, el conjunto de soluciones de un sistema
no homogéneo estd intimamente relacionado con el subespacio de soluciones del sistema
homogéneo asociado.

Proposicién 1.26 Sea H un sistema lineal no homogeéneo. Sea S el conjunto de solu-
ctones del sistema homogéneo asociado a H y sea p una solucion particular de H. FEn-
tonces, el conjunto M de soluciones de H es M =S +p={s+p:seS}.

Demostracion. Sea H el sistema
a1121 + a12x2 + -+ ATy, = by

Ap1T1 + Ap2T2 + - - + ApmTm = by

(C) Sea z € M. Se tiene que z = (z — p) + p. Luego, para probar que z € S + p, basta
ver que z —p = (21 — p1,---,2m — Pm) € S, es decir, que es solucién del sistema
homogéneo asociado a H.

Sea i, 1 < i <n. Entonces

ai1(z1 —p1) + + @Gim(2m — Pm) = (@121 + -+ + Gimzm) — (@i1p1 + -+ - + QimP)
—bi—bi=0
puesto que z y p son ambas soluciones de H. Luego, z —p € S.
(D) Seay € S+ p. Entonces y=s+pcon s € S.

Para cada 1 <1 <n,

ai1y1 + -+ GimYm = ain(s1+p1) + -+ @im(sm + Dm) =
= (@81 + + @Gimsm) + (@np1 + -+ + @Gimpm) = 0+ b; = b;,
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puesto que p es solucién de H y s es solucion del sistema homogéneo asociado a H.

En consecuencia, y es soluciéon de H, es decir, y € M. O

Ejemplo. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales en R*:

3r1 4+ xo + 1023 + 524 = 3

{2x2—$3+ﬂf4:0
r1+3rs+xs=1

Por la Proposicién anterior, para obtener todas las soluciones del sistema basta conocer
una solucién particular y el conjunto de soluciones del sistema homogéneo asociado.
Vemos que p = (1,0,0,0) es una solucién particular del sistema.

Por otro lado, en un ejemplo anterior (pagina 16) hemos visto que el conjunto de soluciones
del sistema homogéneo asociado es S = < (2,—1,—1,1) >.

En consecuencia, el conjunto de soluciones del sistema es < (2,—1,—1,1) >+ (1,0,0,0).

1.3 Independencia lineal y bases

En la seccién 1.1.4 introdujimos la nocién de sistema de generadores de un K-espacio
vectorial V. Un espacio vectorial puede tener distintos sistemas de generadores y ademas
dos sistemas de generadores de un mismo espacio vectorial pueden tener distinta cantidad
de elementos.

En esta seccién veremos que para cualquier sistema de generadores G de un K-espacio
vectorial V' que cumpla cierta propiedad adicional, que llamaremos independencia lineal,
la cantidad de elementos de G estard fija. Esto nos llevara a definir la nocién de dimensién
de un espacio vectorial.

1.3.1 Independencia lineal

Una cuestién que surge al considerar un sistema de generadores de un K-espacio vectorial
V es la de hallar sistemas de generadores que sean minimales respecto de la inclusién, es
decir, tal que ningin subconjunto propio sea también un sistema de generadores de V.
Los siguientes resultados caracterizan a los conjuntos con esta propiedad.

Proposicion 1.27 Sea V un K-espacio vectorial y sea S un subespacio de V. Sea
{vi,...,vn} CV. Entonces <vi,...,u,>C 8 < v, €8 V1<i<n.

Demostracion.
(=) Paracada 1l <i<n,
vi=0w+--+0wv_1+1v;+0v01+ -+ 0w, € <vy,...,u, >C S,

de donde v; € S.

n
(<) Como vy,...,v, € Sy S es un subespacio, entonces » . a;v; € S Va; € K. Luego,
i=1
<V, een,Up > C S,
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Corolario 1.28 Sea V' un K-espacio vectorial, y sea {v1,...,0n,vn+1} € V. Entonces
< V1yeoeyUnyUpgl > =< Vl,...,U0p > < Upt1 € < V1,...,Up >.
Demostracion.
(=) Se tiene < vi,...,Un,Upt1 > C < wvi,...,v, >. Entonces, por la proposicién ante-
rior, vp41 € < V1, ..., U >.
(<) Por hipétesis, vp+1 € <v1,...,v, >. Ademds v; € <wvi,...,v, > V1 < i < n.
Entonces, < v1,...,Un,0n41 > C < v1,...,0 >.
Por otro lado, v; € < wv1,...,vp41 > V1 <t < n, y entonces vale
< ULyee oy UnyUngl > 2 < Vl,...,Up >.
Luego < v1,...,0n, V41 > =< V1,...,0p >. ]

Introducimos ahora la nocién de independencia lineal.

Definicién 1.29 Sea V un K-espacio vectorial y sea {vq }aecr una familia de vectores de
V. Se dice que {vq4 }aer es linealmente independiente si

Zaa.va:O:aa:O Va e l.
acl

La nocién de independencial lineal estd intimamente relacionada con la minimalidad de
un sistema de generadores. Mdés precisamente:

Observacién 1.30 Sea V un K-espacio vectorial, y sean v1,...,v, € V. Entonces
{v1,...,v,} es linealmente independiente si y sélo si

< ULyee oy Uy > F <ULy ee ey Uiy eenyUp > V1 <4< .
(Notacién: < vy,...,0;,...,v, > denota el subespacio generado por {vi,...,v,} —{v;}.)
Demostracion.
(=) Supongamos que < v1,..., V..., > = <1,...,0, >. En particular

Vi € < Uly.e.yVjy.nn, Uy >,

n
es decir, existen a; € K (j # 1) tales que v; = > «ojv;. Entonces

j=1
i

i—1 n
0= Zaﬂ}j + (—1)’UZ' + Z vy,
j=1 j=it+l

de donde {vy,...,v,} no es linealmente independiente.
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(<) SiA{vi,...,v,} es linealmente dependiente, existen aq,...,a, € K no todos nulos,

n
tales que Y a;v; = 0. Sin pérdida de generalidad, supongamos que «,, # 0. Entonces
i=1

Luego, < wvi,...,vp > =<01,...,Up_1 >. O

Ejemplos. Decidir si los siguientes conjuntos son linealmente independientes.
1. En R3, {(1,0,1),(1,-1,0),(0,0,1)}.
Sean a1, a9, a3 € R tales que

a1(1,0,1) + a2(1,-1,0) + 3(0,0,1) = (0,0,0).

Comparando coordenada a coordenada resulta que «aq, ao, ag son solucién del sistema
de ecuaciones

ar+ay = 0
—Qp = 0
ar+a3 = 0

Es fécil ver que este sistema tiene como tnica solucién a la trivial.
Luego, el conjunto {(1,0,1),(1,—1,0),(0,0,1)} es linealmente independiente.
2. En R[X], {X*:i € Ng}.

Sean a; € R (i € Np) tales que a; = 0 para casi todoi € Ngy Y a; X =0.
1€Ng

Para que el elemento Y. «; X* de R[X] sea el polinomio nulo, todos sus coeficientes
i€Ng

deben ser 0. Luego, a; = 0 para todo i € Ny, de donde el conjunto {X* : i € Ny} es

linealmente independiente.

La siguiente proposicién nos permitird obtener otro método para decidir si un conjunto
de vectores en K" es linealmente independiente (que notaremos L.i.).

Proposicion 1.31 Sea V un K-espacio vectorial. Entonces
1. {v1, ..., 05,0, U} €S Li. <= {v1,...,05,...,0,..., 0} €s L.
2. {v, .., 05, ., on ) es Li. <= {vr,..., v, ... 0} es i para A € K — {0}.

3. {vt, . v, o) es Lis = {ur, .0+ Ay, .04, 00 ) es L para
AEK.

Demostracion.

1. Se deduce del hecho que en un conjunto no interesa el orden de sus elementos.
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2. Supongamos que {vi,...,v;,...,0,} es linealmente independiente.

Sean aq,...,a, € K tales que aqvy + -+ - + a;(Av;) + - - + apv, = 0. Entonces se
tiene que a;; = 0 para cada j # i y que a;.A = 0. Puesto que A # 0, resulta que
también o; = 0.

Luego, el conjunto {vy,...,A\v;,...,v,} es linealmente independiente.

Esto prueba la equivalencia, puesto que para demostrar la otra implicacién basta
multiplicar el i-ésimo vector del conjunto por %

3. Supongamos que {vi,...,0,...,Vj,...,0,} es linealmente independiente.
Sean aq,...,a, € K tales que
0 = g+ +ai(vi +Avj) + -+ Qvj + - + anoy,

— v+ it A+ (A + @)V Q.
La independencia lineal de {v1,...,v;,...,v;,...,v,} implica que
ap=...=q;=...=A+taoj=...=a, =0,

de donde aj = 0 para todo 1 < k < n.

En consecuencia, el conjunto {vi,...,v; + Avj,...,vj,...,v,} es linealmente inde-
pendiente.

La otra implicacién se deduce de ésta observando que el conjunto {vi,...,v,} se
obtiene de {v1,...,v;+ Avj,...,vj,...,v,} cambiando el i-ésimo vector v; + Av; por
(vi + Avj) + (=N)v; = v;. O

Como consecuencia de la proposicién anterior, para decidir si un subconjunto de vectores
{v1,...,v,} de K" es linealmente independiente podemos proceder como sigue:

e Considerar la matriz A cuyas filas son los vectores vy, ..., V.
e Triangular la matriz A.

e Si la matriz obtenida tiene alguna fila nula, el conjunto es linealmente dependiente.
De lo contrario, es linealmente independiente.

En efecto, en cada paso de la triangulacién, lo que se hace es cambiar el conjunto de
vectores por otro conjunto como en 1., 2. o 3. de la proposicién anterior. Luego, el
nuevo conjunto de vectores sera l.i. (resp. l.d.) siy sélo si el anterior era l.i. (resp.
1.d.). Si alguna fila de la matriz obtenida es nula, es decir, uno de los vectores del
conjunto de vectores obtenido es el 0, es claro que el conjunto es 1.d. Por otro lado,
si ninguna fila de la matriz triangular superior es nula, es facil ver que el conjunto
de vectores obtenido es 1.i.
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1.3.2 Bases y dimension

Introducimos ahora el concepto de base de un espacio vectorial.

Definicién 1.32 Sea V un K-espacio vectorial. Una familia {v, }aer se llama una base
del espacio vectorial V' si {vg}acr s una familia linealmente independiente de V' que
satisface < vy >acr=V.

Ejemplos.

1. En K", B={e1,...,ey}, donde (e;); =1y (e;); =0 sij # ¢, es una base, llamada
la base candonica de K™.

2. En K™ B={FY /1<i<n,1<j<m} esuna base.

3. En K[X], B={X" /i€ Ny} es una base.

Dos sistemas de generadores cualesquiera de un K-espacio vectorial V' pueden tener dis-
tinta cantidad de elementos. Esto no sucede en el caso de dos bases y lo demostraremos
para espacios vectoriales finitamente generados, lo que nos permitird definir la dimensién
de un espacio vectorial finitamente generado como la cantidad de elementos de una base
cualquiera.

Teorema 1.33 Sea V' un K-espacio vectorial. Supongamos que < vi,...,v, > =V y que
{wi,...,ws} CV es una familia linealmente independiente. Entonces s < r.
Demostraciéon. Como V = < wi,...,v, >, para cada 1 < ¢ < s, existen o; € K (1 <

,
Jj < r) tales que w; = ) aj;v;. Consideremos el siguiente sistema de r ecuaciones y s
i=1

incognitas:
S
Y apjzy=0  1<j<r (1.1)
h=1
Sea (f1,...,[s) una solucién del sistema. Entonces
S S T S T
PILTEDIAPILENEDNOILLENE
h=1 h=1 j=1 h=1  j=1
T S T S
=S (S Brongus) = 57 (S Buows vy = 0.
=1  h=1 j=1 h=1
Dado que {wj, ..., ws} es linealmente independiente, debe ser (f1,...,03s) = 0.

En consecuencia, el sistema (1.1) tiene solucién unica, de donde se deduce que la cantidad
de ecuaciones del sistema es mayor o igual que el nimero de variables, es decir r > s. [

Corolario 1.34 Sea V un K-espacio vectorial, y sean By y By dos bases de V. Si By =
{wi,...,wy} y Bo = {v1,...,vn}, entonces n =m.
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Demostracion. Por el Teorema anterior
e B sistema de generadores de V' y By conjunto linealmente independiente = n > m.
e B, sistema de generadores de V' y B; conjunto linealmente independiente = m > n.
Luego, n = m. [l

Definicién 1.35 Sea V un K-espacio vectorial y sea B = {v1,...,v,} una base de V.
Diremos entonces que n es la dimension de V' (como espacio vectorial sobre K).
Por convencién, la dimensién de {0} es 0.

Notacion. Sin es la dimensién del K-espacio vectorial V' sobre K, escribimos n = dimg V.

Una propiedad de las bases es que cualquier vector del espacio vectorial considerado se
puede expresar como combinacion lineal de los elementos de la base de manera tnica.
Como veremos més adelante, aplicando esta propiedad se trabajard en un K-espacio vec-
torial de dimensién n arbitrario como si fuese K.

Proposicién 1.36 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita. Sea {vi,...,v,}
una base de V. FEntonces para cada x € V existen unicos ai,...,a, € K tales que

n
Tr = Z ;U;.
i=1

Demostracion. La existencia se deduce de que, por ser una base de V, {v1,...,v,} es un
sistema de generadores de V.
n
Supongamos que Y a;v; = Z B;v;, entonces 2(04Z Bi)v; = 0. Como {vi,...,v,} es un
i=1
conjunto linealmente independlente, a; — G = O V1 <i<mn. Luego, a; = 3; V1 < i < n,
lo que prueba la unicidad. O

La siguiente proposicion muestra como hallar una base de un K-espacio vectorial de di-
mensién finita V' a partir de cualquier sistema de generadores finito de V' y como completar
un subconjunto linealmente independiente arbitrario de V' a una base.

Proposicion 1.37 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita.

i) Sea {vi,...,v,} un sistema de generadores de V. Entonces existe un subconjunto
G C{vi,...,vn} que es una base de V.

ii) Sea {wi,...,wy} un conjunto linealmente independiente de V. Entonces existen
elementos Wy41,...,w, €V tales que {wi, ..., Wy, Wpy1,...,wy} es una base de V.

Demostracion.

i) Si{vy,...,v,} es linealmente independiente, entonces es una base de V.
Si no es linealmente independiente, alguno de los vectores del conjunto es combi-
nacién lineal de los otros. Supongamos que v, € < vi,...,U,—1 >. Consideramos
ahora {v1,...,v,-1}, que es un sistema de generadores de V', y procedemos inducti-

vamente.
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i) Sea B = {z1,...,2,} una base de V.

Sea Gg = < wq,...,w, >. Consideramos
Gy := {wla"-awmzl} si Zl¢<G0>
o {wrs e wrd siz1 € < Gy >.

Se procede inductivamente para 2 < ¢ < n, es decir,

G — G,_1 U {z,} si z; ¢ < Gi_1 >
v Gi1 siz €< G >.

Observar que {wy,...,w,} CG; V1 <i<n.

Ademsds, para cada 1 < i < n, <2z1,...,2;, > C <G; >, y G; es un conjunto

linealmente independiente. En particular, V = < z,...,2, > C <G, >y G, es

linealmente independiente. Luego, G, es una base de V. O
Ejemplos.

1. Extraer una base de S = < (1,-1,7,3),(2,1,—-1,0),(3,1,1,1) > del sistema de ge-

neradores dado.

Observamos que el sistema de generadores dado es linealmente dependiente. En
efecto,

1 -1 7 3 Fy —2F, 1 -1 7 3
2 1 -1 0 - 0 3 —15 —6
31 1 1 F3 —3F, 0 4 —20 -8
1 -1 7 3

- 0 3 -15 —6 |,
F3— 3F 00 0 0

y, en consecuencia, (3,1,1,1) € < (1,-1,7,3),(2,1,—1,0) >.

Luego, {(1,-1,7,3),(2,1,—1,0)} es un sistema de generadores de S. Como ademés
es linealmente independiente, es una base de S.

. Extender el conjunto linealmente independiente {(1,1,0,0),(1,—1,1,0)} a una base

de R%.
Consideremos la base canénica de R,

E ={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.
Con la notacion utilizada en la demostracién de la proposiciéon anterior:
Se tiene que G := {(1,1,0,0),(1,-1,1,0),(1,0,0,0)}, que es linealmente indepen-
diente.
Ahora, (0,1,0,0) € < G; >, puesto que (0,1,0,0) = (1,1,0,0)—(1,0,0,0) y entonces
G2 = Gl.
El conjunto G2 U {(0,0,1,0)} es linecalmente independiente. Consideramos entonces
G3:= G2U{(0,0,1,0)}. Puesto que dim R* = 4, resulta que este conjunto, formado
por cuatro vectores linealmente independientes de R?, es una base de R%.
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Como consecuencia de la proposicién anterior, se obtienen los siguientes resultados sobre
subespacios de un K-espacio vectorial de dimensién finita.

Observacion 1.38 Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita y S C V', entonces
S es de dimensién finita.

Proposiciéon 1.39 Sean S y T subespacios de un K-espacio vectorial V' de dimension
finita. Entonces:

i) SCT = dimS < dimT.

it) SCT y dimS =dim7T = S=T.

Demostracion.
i) Sea {s1,...,8:} una base de S y sea n = dim7. Como S C T, se tiene que
{s1,...,8:} C T,y ademds es un conjunto linealmente independiente. Luego, puede

extenderse a una base de T', y en consecuencia, dimS =r <n =dim7T.

i1) Siguiendo el razonamiento de la demostracién de ¢), al extender una base {s1,..., s}
de S a una de T, como dimS = dim 7, no se agrega ningun vector. Luego S =
< S1yeeeySp>=T. O

Observar que el item ii) de la proposicién anterior nos da una forma de verificar la igualdad
entre dos subespacios.

Ejemplo. Sean S y T los subespacios de R?: § = < (1, —k? +1,2),(k+ 1,1 —k,—-2) >y
T ={r € R®: 21 + x5+ 23 = 0}. Hallar todos los valores de k € R para los cuales S = T.

En primer lugar, veamos para qué valores de k € R se tiene que S C T*:
o (1,—k*+1,2) €T <= 14+ (-k*+1)+2=0 < k==42
e (k+1,1—k,—2) € T para todo k € R.

Luego, S C T si y sélo si k = £2.
Finalmente, para cada uno de estos valores de k, basta ver si dim.S = dim 7. Observar
que dim 7 = 2 (una base de T es {(—1,1,0),(—1,0,1)}).

e Sik=-2 5=<(1,-3,2),(-1,3,-2) > = < (1,-3,2) >, de donde dim § = 1.

e Sik=25=<(1,-3,2),(3,—1,-2) >y, como {(1,-3,2),(3,—-1,—2)} es L.i. y por
lo tanto una base de S, se tiene que dim S = 2.

Concluimos que S =T si y s6lo si k = 2.

1.4 Suma de subespacios

Dados dos subespacios S y T' de un K-espacio vectorial V' la unién SUT en general no es
un subespacio de V', porque no contiene necesariamente a todos los elementos de la forma
s+tconseSyteT,yun subespacio que contenga a S y a T debe contener a todos
estos elementos. Esto da lugar a la nociéon de suma de subespacios.
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1.4.1 Subespacio suma

Definicion 1.40 Sea V un K-espacio vectorial, y sean S y T subespacios de V. Se llama
suma de S y T al conjunto S+ T ={v eV / Tz € S,y € Ttalesquev = x +y} =
{r+y/xeS yeT}.

La siguiente proposicién muestra que la suma de dos subespacios es, en efecto, un subes-
pacio que contiene a ambos, y da una caracterizacion de este conjunto en términos de
sistemas de generadores de los subespacios considerados.

Proposiciéon 1.41 Sea V un K-espacio vectorial, y sean S y T subespacios de V. FEn-
tonces:

i) S+ T es un subespacio de V.
it1) S+ T es el menor subespacio (con respeto a la inclusion) que contiene a S UT.

iii) Si{vi}icr es un sistema de generadores de S y {w;}jes es un sistema de generadores
de T, {vi}icr U{wj}jes es un sistema de generadores de S+ T.

Demostracion.

i) 0=04+0€S+T,pues0€S,0eT.

Sean v,v" € S+ T. Existen x,2’ € S, y,y € T tales quev =z +y, v =2’ +y.
Entonces v+v' = (x+y)+ (2’ +y) = (z+2')+(y+y'), y como S y T son subespacios
x+2' €S, y+y €T. Luego,v+v' € S+T.

Seav e S+ T ysea A€ K. Existen x € Sy € T tales que v = x + y. Entonces,

Av=A(z+y)=Az+ Ay. Como € K, x €S yS esun subespacio, resulta que
A.x € §. Anédlogamente, \.y € T. Luego \.v € S+ T.

En consecuencia, S + T es un subespacio de V.

i1) Sea W un subespacio de V tal que SUT C W.

Seav € S+T. Entoncesv = x+yconx € S,y € T. Como S C SUT C W, entonces
xeW;ycomoT CSUT C W, entonces y € W. En consecuencia v =z +y € W,
puesto que W es un subespacio.

Luego, S+ T C W.

iti) Seav € S+T,v=x+yconzx €S,y e T. Dado que {v;}icsr es un sistema de
generadores de S, existen a; € K (i € I), con «; = 0 salvo para finitos i € I, tales

que £ = Y o;v;. De la misma manera, existen §; € K (j € J), con §; = 0 salvo
el
para finitos j € J, tales que y = ) fjw;. Luego
jeJ

v = Zaivi + Zﬁjwj

il jeJ

resulta una combinacién lineal de {v;}icr U {w;j}je. O
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Ejemplo. Sean S y T los subespacios de R*
S:< (171707 1)7(273’]‘7]‘) > y T:< (0707 17 1)’ (172727 1) >'
Hallar una base de S+ T.

Por la proposicién anterior, podemos obtener un sistema de generadores de S+71 mediante
la unién de un sistema de generadores de S y un sistema de generadores de T'. Entonces

S+T=<(1,1,0,1),(2,3,1,1),(0,0,1,1),(1,2,2,1) >.

Ahora extraemos una base del sistema de generadores hallado. Se tiene:

1101 110 1 110 1 1 10 1

2 3 11 01 1 -1 01 1 -1 01 1 -1
— — —

0 011 001 1 0 01 1 001 1

1 2 21 01 2 0 0 01 1 0 00 O

Luego, {(1,1,0,1),(2,3,1,1),(0,0,1,1)} es una base de S + T

Si Sy T son dos subespacios de dimension finita de un K-espacio vectorial V', el siguiente
teorema relaciona las dimensiones de los subespacios S, T, SNT y S+ T.

Teorema 1.42 (Teorema de la dimensién para la suma de subespacios.) Sea V
un K -espacio vectorial. Sean S y T subespacios de V' de dimension finita. Entonces

dim(S+7)=dimS +dim7 — dim(SN7T).

Demostracion. Sean s =dim S, t =dimT y r = dim(SNT).
Sea {v1,...,v,} una base de SNT.

Sean wy41,...,ws € S tales que {vi,..., vy, Wr41,...,ws} es una base de S, y sean
Upg1, ..., up €T tales que {v1,...,0p, Ups1,...,u;} €s una base de T
Veamos que {v1,...,0p, Wyit1,...,Ws, Upil,..., U} €S una base de S+ 7"

Es claro que es un sistema de generadores de S+ 1. Veamos que un conjunto linealmente
independiente. Supongamos que

T s t
S awi+ > Bwi+ > yeue =0.

i+1 j=r+1 k=r+1
T s t
Entonces ) oyv; + Y, Bjw; =— > puk. Ademds,
i=1 j=r+1 k=r+1
T s t
Zaivi + Z Bjw; €Sy — Z Yiug €T,
i=1 j=r+1 k=r+1

¢
de donde — > ~rur € SNT. Luego, existen dy,...,d, € K tales que
k=r+1

t r t T
— Z VEUp = Z dp.vg 0, equivalentemente, Z YU + Z dp.vg = 0.
k=r+1 /=1 k=r+1 /=1
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Pero {vi,...,0p,Up41,...,u;} €s una base de T', en particular, un conjunto linealmente
independiente. Luego, v =0Vr+1 <k <ty d=0V1</{<r. Entonces

T S
Zai.vi + Z ﬂj.wj =0,
=1

j=r+1
y como {v1,...,Vp, Wyi1,...,Ws} €s una base de S, resulta que o; = 0 para todo 1 <i <r
y Bj =0 paratodor+1<j <s.
Luego

dm(S+T)=r+(s—r)+({t—r)=s+t—r=dimS+dim7 —dim(SNT). O

1.4.2 Suma directa

Un caso de especial importancia de suma de subespacios se presenta cuando SN7T = {0}.

Definiciéon 1.43 Sea V un K-espacio vectorial, y sean S y T' subespacios de V. Se dice
que V es suma directa de S yT,y senota V =5 T, si:

1. V=S+T,
2. SNT ={0}.

Ejemplo. Sean S = {z € R® : 21 + 22+ 23 = 0} y T = < (1,1,1) >. Se tiene que
dim S =2,dim7T =1y SNT = {0}. Entonces dim(S + T') = 3, de donde S + T = R3.
Luego, R3 =S @ T.

Proposicion 1.44 Sea V un K-espacio vectorial. Sean S y T subespacios de V tales que
V =S®T. Entonces, para cada v € V', existen unicos x € S ey € T tales que v =1z +y.

Demostracion.

Existencia: Como V = S + T, para cada v € V existen x € S, y € T tales que v =z + y.
Unicidad: Supongamos que v =z +yy v =2’ + ¢ con z,2' € S, y,yy/ € T. Entonces
x—ad =y—yyax—2d €S y—y €T, luegox—2' € SNT = {0}. En consecuencia
z—2 =y—19y =0,dedonde x =2/, y =1/. O

La proposicién 1.41 establece que dados dos subespacios S y T' de un espacio vectorial, la
unién de un sistema de generadores de S y un sistema de generadores de T' es un sistema
de generadores de S 4+ T'. Esto no vale en el caso de dos bases: la unién de una base de S
y una de T puede ser un conjunto linealmente dependiente. Sin embargo, la propiedad es
valida en el caso en que los subespacios estén en suma directa:

Proposicion 1.45 Sea V un K-espacio vectorial. Sean S y T subespacios de V. Sean
Bg y Br bases de S y T respectivamente. Son equivalentes:

i) V=SaoT
it) B = BgU By es una base de V.
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Demostracion. Supongamos que Bg = {v;}icr v Br = {w;}jer.

i) = i1) Dado que Bg y By son sistemas de generadores de S y T respectivamente, en-
tonces B = Bg U Br es un sistema de generadores de V =S @& T. Por otro lado,

S1
Z ;U5 + Z ijj = 0,

icl jed
— Y=
es eT

como también se tiene 0 = 04+ 0 con 0 € Sy 0 € T, por la proposicién anterior
> ier @iVi = Yy Bjw; = 0. La independencia lineal de Bg y Br implica que a; = 0
Viely (B;=0Vj€J. Luego, B es linealmente independiente.

i) = 1) Como B = Bg U By es una base de V, para cada v € V existen a; € K, i € I,y
Bj € K, j € J, casi todos nulos, tales que v = ) aoyv; + ZjeJ Bjw; y por lo tanto

el
v=x+yconx= ZaiviESey:ZjEJﬂjwj €T. LuegoV=5+4T.
el
Siv e SNT, setiene que v =Y av; = Y, Bjwj, de donde Y avi+ > (—f5;)w; =0,
icl jeJ icl jeT
y por la independencia lineal de B, resulta que o, =0Vie€ Iy 3, =0Vj € J, de
dondev=0y SNT =0. O

Definiciéon 1.46 Sea V un K-espacio vectorial y sea S C V un subespacio de V. Diremos
que T es un complemento de S si ST =V.

Ejemplos.

1. Hallar un complemento de R,,[X] en R[X].

Buscamos un subespacio S de R[X] tal que R[X] = R,[X] @& S, es decir, R[X]| =
R,[X] + S v R[X] = R,[X] N S = {0}.

Se tiene que R,[X] =< 1,X,..., X" >.
Consideremos S = < X" .. X7 ... > =< X" >i>py1.
Es claro que R, [X] + S = R[X].

Si f € R,[X]NS, entonces f =00 gr(f) < n, y ademés f = ap 1 X" 4+ +ap, X"
con a; € R. Luego, f =0.

En consecuencia, R[X]| =R, [X]® S.

2. Sea S ={f € R[X] / f(1) = 0}. Hallar un complemento de S en R[.X].
Vemos que S = < (X — 1)X? >ien, Sea T =< 1>.

Dado f €e RIX], f = (f—f())+ f(1) y f— f(1) € S, f(1) € T. Entonces,
S+ T =R[X].

Sea f € SNT. Como f € S, se tiene que f = (X — 1)g para algin g € R[X] y como
ferT, f=0o0gr(f)=0. Luego f =0.

Por lo tanto S @& T = R[X].



